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Introduction

Certaines méthodes visant à stabiliser les systèmes non linéaires sont basées sur l’utili-

sation de la linéarisation statique ou dynamique. Elles peuvent conduire à des résultats plus

ou moins satisfaisants du point de vue pratique.

Cependant, ceux-ci ne s’adressent qu’à une classe relativement restreinte de systèmes

physiques : ceux régis par des équations différentielles ordinaires non linéaires possédant

certaines propriétés.

L’objectif de ce memoire est dans un premier temps de présenter sommairement la théo-

rie de la stabilité des équations différentielles. Le problème qui nous intéresse ici est celui

des systèmes non linéaires. Les premiers résultats sont apparus avec Lyapunov à la fin du

19 éme siècle et au début du 20 éme siècle. Il donne alors une condition suffisante pour la

stabilité des systèmes non linéaires.

Dans un second temps, nous nous intéresserons à la stabilité en temps fini. Cette stabilité,

qui n’est qu’une extension de la stabilité asymptotique, est cependant très importante du

point de vue pratique et industriel, car elle permet de dire au bout de combien de temps le

système est stable.

Les premiers travaux sur la stabilité ne retenaient des équations différentielles ordinaires

(EDO) que leur approximation linéaire du premier ordre. Il a fallu attendre quelques années

pour que H. Poincaré et A.M. Lyapunov justifient et étendent les propriétés locales déduites

du modèle linéarisé. L’un des résultats principaux est la première méthode de Lyapunov :
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Introduction 2

si l’origine est asymptotiquement stable pour le linéarisé alors il est localement asymptoti-

quement stable pour le système non linéaire. Cependant elle ne donne aucun renseignement

quantitatif sur le domaine de stabilité asymptotique, les fonctions de Lyapunov sont ana-

logues à des distances entre l’état du système le long de sa trajectoire et l’ensemble où la

trajectoire est étudié. D’autre part, ces fonctions ont une relation directe avec la physique

des systèmes, puisque très souvent elles ne sont rien de plus que l’expression de l’énergie

totale du système.

La stabilité de lyapunov est un outil important pour la stabilité des systèmes non-linéaire,

la méthode directe de lyapunov consiste a trouver une fonction dite fonction de lyapunov

pour un système non-linéaire donné, si une telle fonction existe, alors le système est stable

.Notons que cette méthode de lyapunov est une condition suffisante, ce qui signifie que dans

le cas ou on n’arrive pas à trouver cette fonction de lyapunov pour conclure la stabilité de

système, le système peut rester stable et on ne peut pas confirmer qu’il n’est pas stable.

Dans ce travail, on généralise la notion de stabilité de lyapunov en considérant des opéra-

teurs d’ordre fractionnaire, c’est à dire, le système dynamique non- linéaire peut être défini

en temps fractionnaire.

Ce memoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, quelques

concepts préliminaires seront introduits comme la fonction Gamma, la fonction Bêta et la

fonction de Mittag-Leffler qui joue un rôle important dans la théorie des équations différen-

tielles fractionnaires. En suite les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et

dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et dérivées fractionnaires au sens de

Caputo.

Le deuxième chapitre de ce memoire est dédié aux stabilité au sens de lyapunov, et Mittag-

Leffler, et la relation entre ces deux notions de stabilité.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge natu-

rellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexe à parties

réelles positives)

Définition 1.1.1. [3] l’une des fonction de Base de calcul fractionnaire est la fonction

Gamma d’Euler définie par :

Γ(z) =

+∞∫
0

tz−1e−tdt ou z ∈ C et Re(z) > 0. (1.1)

Propriétés 1.1.1. [3] Nous avons les propriétés suivantes :

1. Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Γ(1) = 1 et Γ(−m) = ±∞ pour tout m ∈ N.

3. Γ(1
2
) =
√
π et Γ(n+ 1

2
) = 2n!

√
π

4nn!
.

4. Si n ∈ N, ona : Γ(n+ 1) = n!.

3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 4

Démonstration. 1. D’aprés l’intégrale par partie, nous avons :

Γ(z + 1) =

∞∫
0

tze−tdt

=
[
tz−1e−t

]∞
0

+ z

∞∫
0

tz−1e−tdt

= z

∞∫
0

tz−1e−tdt

= zΓ(z)

2. Nous avons :

Γ(1) =

+∞∫
0

e−tdt

=
[
e−t
]+∞

0

= 1

et

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z

donc

| lim
Re(z)→−m

Γ(z)| = +∞.
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3. 1- Avec le changement de variable s =
√
t, on obtient :

Γ(
1

2
) =

+∞∫
0

e−t√
t
dt

= 2

+∞∫
0

e−s
2

ds

= 2(

√
π

2
) (d′après l′intégrale de gauss)

=
√
π.

2 -Nous allons démontrer la formule Γ(n+ 1
2
) =

2n!
√

(π)

4nn!
, par récurrence sur n ∈ N.

- Pour n = 0 , on a Γ(0 + 1
2
) = 0!

√
π

4n0!
=
√
π .

- Suppons que la formule est vérifiée pour (n − 1) et considérens n . C-à-d que supposons

que Γ((n− 1) + 1
2
) = 2(n−1)!

√
π

4n−1(n−1)!
, est vérifié. Alors

Γ(n+
1

2
) = Γ((n− 1

2
) + 1)

= (n− 1

2
)Γ(n− 1

2
)

= (n− 1

2
)Γ((n− 1) +

1

2
)

= (n− 1

2
)
2(n− 1)!

√
π

4n−1(n− 1)!

=

(
2n− 1

2

)
(2n− 2)!

√
π

4n−1(n− 1)!

=
2n

2n

(2n− 1)

2

(2n− 2)!
√
π

4n−1(n− 1)!

=
(2n)!

√
π

4n(n)!
.

Donc la formule est vérifiée pour n.

4. Nous avons Γ(1) = 0! = 1 et avec la propriété Γ(z + 1) = zΓ(z), on obtient :

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!.

Γ(3) = 2Γ(2) = 2!.
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Pour nieme itération, on a :

Γ(n+ 1) = n!.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.1.2. [3] Soient, x, y>0, la fonction Bêta est la fonction définie par :

B(x, y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt (1.2)

Proposition 1.1.1. [3] la fonction Bêta est reliée aux fonction Gamma par la relation

suivant :

∀x, y > 0, on a : B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(1.3)

Démonstration.

Γ(x)Γ(y) =

∞∫
0

∞∫
0

tx−1
1 ty−1

2 e−t1e−t2dt1dt2

=

∞∫
0

tx−1
1 dt1

∞∫
0

ty−1
2 e−|t1+t2|dt2

En effectuant le changement de variable

t′1 = t1 + t2, et puis on pose : t′2 =
t1
t′1
le domaine S correspandante à S ′ dans les coordonnes

t′1, t
′
2.

S ′ = ((t′1, t
′
2), t′1 > 0, 0 ≤ t′2 ≤ 1) .

dt′1 = dt1 + dt2, dt1 = t′2dt
′
1 + t′1dt

′
2
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dt2 = (1− t′2)dt′1 − t′1dt′2

Donc

dt1dt2 = t′1dt
′
1dt
′
2.

il s’en suit :

Γ(x)Γ(y) =

∞∫
0

e−t
′
1dt′1

1∫
0

(t′1t2)x−1(t′1 − t′1t′2)y−1t′1dt′2

=

∞∫
0

e−t
′
1dt′1(t′1)(x+y−1)B(x, y)

=

∞∫
0

e−t
′
1(t′1)(x+y−1)dt′2B(x, y)

= Γ(x+ y)B(x, y).

Proposition 1.1.2.

1. B(x, y) = B(y, x).(symétrique)

2. B(x, 1) = 1
x
.

Démonstration. 1. Nous avons :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

Γ(y)Γ(x)

Γ(y + x)
= B(y, x).

2. Nous avons :

B(x, 1) =
Γ(x)Γ(1)

Γ(x+ 1)
=

Γ(x)

xΓ(x)
=

1

x
.
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1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. [1] pour z ∈ C, la fonction de Mittag-Leffler E(α)(z) (notée par M-L) et

définie comme suit :

E(α)(z) =
∞∑
κ=0

z(κ)

Γ(ακ+ 1)
, (α > 0). (1.4)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E(α,β)(z) est définie comme suit :

E(α,β)(z) =
∞∑
κ=0

z(κ)

Γ(ακ+ β)
, (α > 0, β > 0) (1.5)

Exemple 1.1.1. pour des valeurs spécials de α et β on a :

1. E1(z) = E1,1(z) = ez.

2. E1,2(z) = ezκ−1
z
.

on obtient

E1,2(z) =
∞∑
κ=0

z(κ)

Γ(κ+ 2)

=
∞∑
κ=0

z(κ)

(κ+ 1)!

=
1

z

∞∑
κ=0

z(κ+1)

(κ+ 1)!

=
1

z
(ez − 1).

Théorème 1.1.1. la fonction de Mittag-Leffler posséde des propriétés suivantes :

1. Pour |z|<1 la fonction de Mittag − Leffler généralise satisfait :

+∞∫
0

e−ttβ−1E(α,β)(zt(α))dt =
1

z − 1
. (1.6)

2. Inégration de la fonction de Mittag − Leffler :
z∫

0

E(α,β)(λt(α))t
β−1dt = zβE(α,β+1)(λz

α). (1.7)

3. La dérivée d′ordre n de la fonction de Mittag − Leffler est donnée par :

dn

dzn
(zβ−1Eα,β(λ.zα)) = zβ−n−1Eα,β−n(zα). (1.8)

Démonstration. voir [1]
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1.2 Integrales et dérivées fractionnaires

1.2.1 Intégrales Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1. [1] Soit Ω = [a, b] un intervalle fini sur R et soit f ∈ L1([a, b]). La notation

d’intégrale fractionnaire d’ordre n, selon l’approche de Riemann-Liouville, généralise formule

d’intégrale répété nfois :

I1
a+f(x) =

x∫
a

f(t)dt.

I2
a+f(x) = I1

a+(I1
a+f(x))

=

x∫
a

I1
a+f(t)dt

=

x∫
a

t∫
a

f(s)dsdt.

D’aprés l’intégrale par partie, nous avons :

I2
a+f(x) =

t t∫
a

f(s)ds

t
a

−
x∫
a

tf(t)dt

= x

x∫
a

f(t)dt−
x∫
a

tf(t)dt

=

x∫
a

(x− t)f(t)dt.

Donc, pour nieme itération, on obtient :

Ina+f(x) =
1

(n− 1)!

x∫
a

1

(x− t)1−nf(t)dt.

Cette formule est appelée formule de cauchy, et d’aprés la propriété de Gamma

Γ(n) = (n− 1)!, nous avons :

Ina+f(x) =
1

Γ(x)

x∫
a

1

(x− t)1−nf(t)dt.
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Définition 1.2.2. Soit Ω = [a, b] un intervalle fini sur R et soit f ∈ L1([a, b]).

Les intégrales fractionnaires à gauche définie par :

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

f(t)

(x− t)1−ndt, x > a, Re(α) > 0. (1.9)

Les intégrales fractionnaires à droite définie par :

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

f(t)

(t− x)1−ndt, x < b, Re(α) > 0. (1.10)

Propriétés 1.2.1. Soient α.β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0 et a, b ∈ R. Nous avons :

1. Iαa+(x− a)β−1 = Γ(β)
Γ(β+α)

(x− a)β+α−1.

2. Iαb−(b− x)β−1 = Γ(β)
Γ(β+α)

(b− x)β+α−1.

Démonstration.

1. On pose f(x) = (x− a)β−1. Nous avons :

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1(t− a)β−1dt.

Avec le changement de variable t=a+s(x-a), nous avons :
t = a ⇐⇒ s = 0,

t = x ⇐⇒ s = 1,

dt = (x− a)ds.

Donc, avec la définition de la fonction Bêta, on obtient :

Iαa+f(x) =
(x− a)β+α−1

Γ(α)

1∫
0

sβ−1(1− s)α−1ds =
B(β, α)

Γ(α)
(x− a)β+α−1.

en utilisant la relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta, on obtient :

Iαa+f(x) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1.
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2. On pose g(x) = (b− x)β−1. Nous avons :

Iαb−g(x) =
1

Γ(α)

b∫
x

(t− x)α−1(b− t)β−1dt

Avec le changement de variable t=b+s(b-x), nous avons :
t = b ⇐⇒ s = 0,

t = x ⇐⇒ s = 1,

dt = −(b− x)ds.

Donc, avec la définition de la fonction Bêta, on obtient :

Iαb−g(x) =
(b− x)β+α−1

Γ(α)

1∫
0

sβ−1(1− s)α−1ds =
B(β, α)

Γ(α)
(b− x)β+α−1.

en utilisant la relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta, on obtient :

Iαb−g(x) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1.

Proposition 1.2.1. Soient f ∈ C([a, b]) et α > 0 et β > 0. Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville (1.9) et (1.10) posséde les propriétés suivantes :

1. Iαa+ [Iβa+f(x)] = Iα+β
a+ f(x).

2. Iαb− [Iβb−f(x)] = Iα+β
b− f(x).

Démonstration.

1. Nous avons :

Iαa+ [Iβa+f(x)] =
1

Γ(α)

x∫
a

Iβα+

(x− t)1−αf(t)dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

x∫
a

 t∫
a

f(τ)

(x− τ)1−α(t− τ)1−β dτ

 dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

 x∫
a

f(τ)

(x− τ)1−α(t− τ)1−β dτ

 dt (d′aprés théorème de Fubini).
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En utilisant le changement de variable t = τ + s(x− τ), on obtient dt = (x− τ)ds ett = x ⇐⇒ s = 1,

t = a ⇐⇒ τ = a ⇐⇒ s = 0.

Donc, nous avons :

Iαa+ [Iβa+f(x)] =
1

Γ(α)Γ(β)

x∫
a

 1∫
0

sβ−1(1− s)α−1ds

 f(τ)

(x− τ)1−α−β dτ

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

x∫
a

f(τ)

(x− τ)1−α−β dτ

=
1

Γ(α + β)

x∫
a

f(τ)

(x− τ)1−α−β dτ

= Iα+β
a+ f(x).

2. Nous avons :

Iαb− [Iβb−f(x)] =
1

Γ(α)

x∫
a

Iβb−

(t− x)1−αf(t)dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

b∫
x

 b∫
t

f(τ)

(t− x)1−α(τ − t)1−β dτ

 dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

b∫
t

 b∫
x

f(τ)

(t− x)1−α(τ − t)1−β dτ

 dt ( d′après théorème de Fubini).

En utilisant le changement de variable t = τ − s(τ − x), on obtient dt = −(τ − x)ds ett = x ⇐⇒ s = 1,

t = b ⇐⇒ τ = b ⇐⇒ s = 0.
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Donc, nous avons :

Iαb− [Iβb−f(x)] =
1

Γ(α)Γ(β)

b∫
x

 1∫
0

sβ−1(1− s)α−1ds

 f(τ)

(x− τ)1−α−β dτ

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

b∫
x

f(τ)

(τ − x)1−α−β dτ

=
1

Γ(α + β)

b∫
x

f(τ)

(τ − x)1−α−β dτ

= Iα+β
b− f(x).

1.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.3. [1] Soit f ∈ L1([a, b])une fonction intégrable sur [a, b]. Les dérivées frac-

tionnaires au sens de Riemann-Liouville Dα
a+ et Dα

b− d’ordre α ∈ (Re(α)) sont définies par :

Dα
a+f(x) =

dn

dx
(In−αa+ f(x)) (1.11)

=
1

Γ(n− α)

dn

dx

x∫
a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt, n = [Re(α)] + 1, x > a. (1.12)

Dα
b−f(x) =

−dn

dx
(In−αb− f(x)) (1.13)

=
1

Γ(n− α)

−dn

dx

x∫
a

f(t)

(t− x)α−n+1
dt, n = [Re(α)] + 1, x < b. (1.14)

respectivement, où [Re(α)] est la partie entière de Re(α).

Proposition 1.2.2. voir[1], Soient, α, β ∈ C avec Re(α), Re(β)>0 et a, b ∈ R. Nous avons :

1. Dα
a+(x− a)β−1 = Γ(β)

Γ(β−α)
(x− a)β−α−1.

2. Dα
b−(b− x)β−1 = Γ(β)

Γ(β−α)
(b− x)β−α−1.
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Remarque 1.2.1.

1. Si β = 1 et 0 < Re(α) < 1, alors la dérivée au sens de de deRiemann−Liouville d′une fonction constante en général n′est pas nulle :

Dα
a+1 =

(x− a)−α

Γ(1− α)
et Dα

b−1 =
(b− x)−α

Γ(1− α)
.

2. Pour tout j = 1, 2, ...., [Re(α)] + 1 avec Re(α) ≥ 0, nous avons : .

Dα
a+(x− a)α−j = Dα

b−(b− x)α−j = 0.

1.2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.2.4. [3] La dérivée fractionnaire de caputo d’ordre α ∈ R+ d’une fonction f

est donnée par :

cDα
a f(x) = In−αa fn(x) =

1

Γ(n− α)

x∫
a

(x−t)n−α−1fn(t)dt, (x > a, n−1 ≤ α ≤ n, n ∈ N∗).

(1.15)

Définition 1.2.5. [1]

1. Soit α > 0, n = [α]+1. La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d′ordre α de f définie par :

∀t ∈ [a, b],cDα
a+f(t) = Iαa+ ◦

[
d

dt

]n
f(t) =

1

Γ(n− α)

x∫
a

(x− t)n−α−1fn(t)dt.

2. Soit α > 0, n = [α]+1. La dérivée fractionnaire de Caputo à droite d′ordre α de f définie par :

∀t ∈ [a, b], cDα
b−f(t) = Iαb− ◦

[
−d
dt

]n
f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

b∫
x

(x− t)n−α−1fn(t)dt.

Théorème 1.2.1. [4]

1. Si f ∈ C[a, b] et si α > 0 , (n− 1 < α < n), alors :

cDα
a I

α
a f(x) = f(x). (1.16)
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2. Soient f1 et f2 deux fonctions définies sur [a.b], telles que cDα
a f1 et

cDα
a f2

existent presque partout. De plus soient C1 et C2 ∈ R alors, cDα
a (C1f1 + C2f2)

existe presque partout sur [a.b], et on a :

cDα
a (C1f1 + C2f2) = Cc

1D
α
a f1 + Cc

2D
α
a f2. (1.17)

Théorème 1.2.2. Soient α ≥ 0, n = [α] + 1, si f posséde (n − 1) dérivées en a et si Dα
a f

existe, alors :

cDα
a f(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k

]
.

pour presque tout x ∈ [a, b].

Proposition 1.2.3. [1] Pour α ≥ 0, β ≥ 0 ona :

1.(cDα
a+(t− a)β−1)(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β − α− 1, β > α.

2.(cDα
b−(t− a)β−1)(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β − α− 1, β > α.

Lemme 1.2.1. Soit α ∈ R+ − N et n = [α] + 1. Si f ∈ Cn([a, b]), alors :

1. lim
α→ n−

(cDα
a+f(t)) = fn(t).

2. lim
α→ n−

(cDα
b−f(t)) = (−1)nfn(t).

Exemple 1.2.1.

1. la dérivée d′une fonction constante au sens de Caputo est nulle : cDnC = 0.

2. la dérivée de f(x) = (x− a)α au sens de Caputo on a :

fn(x) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(x− a)α−n.



Chapitre 2

Extension de stabilité au sens de

Lyapunov au cas fractionnaire et

stabilité au sens de Mittag-Leffler

2.1 Notions de base

2.1.1 Le point d’équilibre

[2] Soit l’equation différentielle :

ẏ = f(y) (2.1)

Définition 2.1.1. Le point y∗ est dite point d’équilibre du système (2.1) si f(y∗) = 0.

Autrement dite y∗ est une solution constante de l’équation ẏ = f(y).

2.1.2 Le point d’équilibre dans le cas fractionnaire

[2] La constante x(t0) est un point d’équilibre du système fractionnaire de Riemann-

Liouville

t0D
α
t x(t) = f(t, x). (2.2)

Si Seulement si

t0D
α
t x0 = f(t, x0). (2.3)

16
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2.1.3 Stabilité

[2]

Définition 2.1.2. L’èquilibre y∗ est dite stable si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que

pour toute solution y(t) de (2.1) on a

||y(0)− y∗|| < η ⇒ ∀t ≥ 0, ||y(t)− y∗|| < ε.

2.1.4 Stabilité asymptotique

[2]

Définition 2.1.3. L’équilibre y∗ est dite asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe

r > 0 tel que pour toute solution y(t) de (2.1) on a

||y(0)− y∗|| < r ⇒ lim
t→∞
||y(t)− y∗|| = 0.

2.1.5 Stabilité uniforme

[2]

Définition 2.1.4. On dit que le point d’équilibre est uniformément stable si :

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0, ||x(t0)|| < δ ⇒ ||x(t)|| < ε,∀t ≥ t0 ≥ 0.

2.1.6 Stabilité asymptotique uniforme

[2]

Définition 2.1.5. Soit K un compact non vide de U , on dit que K est uniformément asymp-

totiquement stable pour le système dynamique si :

1. K est uniformment stable pour le système (2.1).

2. ∃δ > 0; ∀ ε > 0; ∃ T (ε) > 0; (x0 ∈ Bδ(K)) =⇒ (x(t, t0, x0) ∈ Bε(K)); ∀t ≥ t0 +T (ε).
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2.1.7 Stabilité exponentielle

Définition 2.1.6. On dit que l’origine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement

stable, s’il existe un voisinage de l’origine noté U(0), ∃λ1 > 0 et ∃λ2 > 0 tels que

‖ x(t) ‖≤ λ1e
−λ2(t−t0), ∀x0 ∈ U(0), ∀t ≥ t0 ≥ 0.

Dans ce cas la constante λ2 est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.

L’origine x = 0 est un point d’équilibre glabalement exponentiellement stable si U(0) = Rn.

Remarque 2.1.1. Il est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle

du système entraîne nécéssairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

2.2 Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe

[7] Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe

Par méthode directe de Lyapounov nous faisons allusion à la méthode consistant à trouver

une fonction de Lyapounov associée à un problème non-linéaire, si une telle fonction existe

alors le système est stable. Cette méthode est difficile à mettre en oeuvre, mais elle est d’une

portée beaucoup plus générale. Notons que la méthode directe de Lyapounov nous donne

une condition suffisante de stabilité, c’est-à-dire que le système peut être stable même devant

l’impossibilité de trouver une fonction de Lyapounov car il n’y a pas de règle générale pour

trouver une telle fonction, cependant, dans les problèmes de mécanique, l’énergie est souvent

un bon candidat.

Définition 2.2.1. Soit Ω un ouvert de Rn contenant 0, et soit V : Ω −→ R une fonction de

classe C1.

1. V est dite définie positive si :

(i) V (0) = 0.

(ii) V (u) > 0 pour u ∈ Ω�{0}.

2. V est dite définie négative, si− V est définie positive.
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3. V est dite semi définie positive si :

(i) V (0) = 0.

(ii) V (u) ≥ 0 pour u ∈ Ω.

4. V est dite semi définie négative si − V semi définie positive.

Considérons la classe des systèmes non linéaires décrits par l’équation dynamique

ẋ = f(x, t), x(t0) = 0 (2.4)

Définition 2.2.2. [7] (Fonction de Lyapunov) : Une fonction V (x, t) de classe C1 est une

fonction de Lyapunov locale (respectivement globale) pour le système (2.4) si elle est propre

défnie positive et s’il existe un voisinage de l’origine v0 tel que x ∈ v0 (respectivement x ∈ Rn.

V̇ (x, t) =
dV

dt
(x, t) +

dV

dx
(x, t)f(x(t)) ≤ 0.

Si V̇ (x, t) ≤ 0, alors V (x, t) est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (2.4).

Théorème 2.2.1. Soit y(t) solution de ẏ = f(y), et soit V une fonction de classe C1 définie

positive sur Ω un voisinage de y∗ = 0 :

(i) si dV
dt

est semi définie négative alors y∗ est stable

(ii) si dV
dt

est définie négative alors y∗ est asymptotiquement stable.

(iii) si de plus D = Rn et

lim
||x||−→∞

V (x) =∞.

donc 0 est globalement asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V (y) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V (y) est dite

fonction de Lyapunov stricte.

Démonstration. (ii) V (x, y) Lyapunov stricte dans le cas planaire. Soit V : Ω =⇒ R tel que

Ω contient (0, 0) .

Soit le cercle C de centre (0, 0) inclus dans Ω . Sur ce cercle V admet un minimum V > M

car (V (x, y) > 0si(x, y) 6= (0, 0)). Soit U l’ensemble des points intérieur à C et inférieur à

M en V alors U n’est pas vide car (0, 0) ∈ U et V (0, 0) = 0 < M

Soit (x, y) une solution telle que (x(0), y(0)) ∈ U , on a 0 ≤ V (x(t), y(t)) ≤ M On prend
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t = tn = n alors : V (x(tn), y(tn) = V ((n), y(n)) converge car V décroissante le long des

solutions et minorée par 0 ,donc

V (x(n+ 1), y(n+ 1))− V (x(n), y(n)) −→n→∞ 0.

D’un autre coté on applique le théorème des accroissements finis à V dans [n, n + 1] alors

∃sn ∈]n, n+ 1[ tel que :

V (x(n+ 1), y(n+ 1))− V (x(n), y(n)) −→n→∞ 0 =
d

dt
V (x(sn), y(sn)).

(x(sn), y(sn)) se trouve dans un compact donc on peut extraire une sous suite(x(rn), y(rn))qui

converge.
dV

dt
lim

n−→+∞
(x(rn), y(rn)) = 0⇒ dV

dt
(x∞, y∞) = 0, (2.5)

dela (x∞, y∞) = (0, 0) car V ′(x, y) = 0 alors (x, y) = (0, 0) (lyapunov stricte).

donc

lim
t−→+∞

(x(t), y(t)) = (0, 0).

2.3 Stabilité au sens de Mittag-Leffler

Définition 2.3.1. [7] l’équation différentielle fractionnaire non-linéaire

0D
α
t x(t) = f(t, x) (2.6)

où α ∈ (0, 1), et le symbole D dans (2.6) peut désigner à la fois les opérateurs fractionnaires

de Caputo et Riemann-Liouville. Si x = 0 est le point d’équilibre du système d’ordre frac-

tionnaire (2.6), et il existe t1 satisfaisant x(t1) = 0, alors x(t) = 0 pour t ≥ t1.

est dite stable au sens de Mittag-Leffler si :

||y(t)|| ≤ my(x0)(x− x0)−γEα,1(−λ(x− x0)α)
b
. (2.7)

où 0 < α < 1, γ ∈ [0, 1 − α], λ ≥ 0, b > 0, m(0) = 0, m(y) ≥ 0 et m(y) est localement

lipschitzienne sur x ∈ B ∈ Rn avec m0 comme constante de Lipschitz.



CHAPITRE 2. EXTENSION DE STABILITÉ AU SENS DE LYAPUNOV AU CAS FRACTIONNAIRE
ET STABILITÉ AU SENS DE MITTAG-LEFFLER 21

Définition 2.3.2. [7] la solution de (2.6) est dite généralisée stable au sens de Mittag-Leffler

stable si :

||y(t)|| ≤ my(x0)(x− x0)−γEα,1−γ(−λ(x− x0)α)
b
. (2.8)

où x0 est temps initial , α ∈ (0, 1), −α < γ ≤ 1− α, λ ≥ 0, b > 0, m(0) = 0, m(y) ≥ 0, et

m(y) est localement lipschitzienne sur x ∈ B ⊂ Rn avec m0 comme constante de Lipschitz.

Remarque 2.3.1. La stabilité de Mittag-Leffler généralisée implique la stabilité asympto-

tique uniforme implique la stabilité asymptotique.

On va maintenant énoncer un théorème qui est considéré comme une extension de la

méthode directe de Lyapounov au cas d’un système d’équations fractionnaires, et qui a pour

résultat la stabilité au sens de Mittag-Leffler.

Exemple 2.3.1. Comparer les deux systèmes suivants et la condition initial x(0) pour 0 <

v < 1,
d

dt
x(t) = vtv−1, (2.9)

c
0D

α
t x(t) = vtv−1, 0 < α < 1. (2.10)

la solution de (2.9) et (2.10) sont tv + x(0) et vΓ(v)tv+α−1

Γ(v+α
, respectivement. Evidemment, le

système (2.9) est instable pour ∀v ∈]0, 1[. Cependant, le système dynamique partiel (2.10)

est stable lorsque 0 < v ≤ 1− α, ce qui implique que le système d’ordre fractionnaire (2.10)

peut avoir des propriétès plus attractives que le système (2.9).

2.4 La relation entre la stabilité de Lyapunov et la sta-

bilité de Mittag-Leffler

[7] En utilisant la méthode directe de Lyapunov, nous pouvons obtenir la stabilité asymp-

totique des systèmes correspondants, nous étendons la méthode directe de Lyapunov au cas

des systèmes fractionnaires, ce qui conduit à la stabilité de Mittag-Leffler.

Théorème 2.4.1. Soit y = 0 un point d’équilibre du système (2.1) et D ⊂ Rn un domaine

contenant l’origine. Soit V (x, y(x)) : [0,∞) ∗D→ R une fonction continument dérivable et
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localement lipschitzienne par rapport à y telle que

α1||y(x)||a ≤ V (x, y(x)) ≤ α2||y(x)||ab (2.11)

DβV (x, y(x)) ≤ α3||y(x)||ab (2.12)

où x ≥ 0, y ∈ D, β ∈ (0, 1), α1, α2, α3, a et b sont des constantes positives. Alors y = 0

est Mittag-Leffler stable. Si les hypothèses sont vérifées sur Rn, alors y = 0 est globalement

Mittag-Leffler stable.

Démonstration. [7]

Il résulte des équations −(2.11) et (2.12) que

c
0D

β
t V (t, x(t)) ≤ −α3

α2

V (t, x(t)).

Il existe une fonction non-négative M(t) satisfaisant

c
0D

β
t V (t, x(t)) +M(t) = −α3

α2

V (t, x(t)). (2.13)

Prenant la transformée de Laplace de (2.13) donne

sβV (s)− V (0)sβ−1 +M(s) = −α3

α2

V (s), (2.14)

où la constante non négative V (0) = V (0, x(0)) et V (s) = L. Il s’ensuit que

V (s) =
V (0)sβ−1 −M(s)

sβ + α3

α2

.

• Si x(0) = 0, à savoir V (0) = 0, la solution à (2.6) est x = 0.

• Si x(0) 6= 0, V (0) > 0. Parce que V (t, x) est localement Lipschitzienne par rapport à x, la

transformée de Laplace inverse que la solution unique de (2.13) est

V (t) = V (0)Eβ

(
−α3

α2

tβ
)
−M(t) ∗

[
tβ−1Eβ,β

(
−α3

α2

tβ
)]

Depuis les deux tβ−1 et Eβ,β
(
−α3

α2
tβ
)
sont des fonctions non négatives, il s’ensuit que

V (t) ≤ V (0)Eβ

(
−α3

α2

tβ
)
. (2.15)
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Substitution (2.15) en (2.11) rendements

||x(t)|| ≤
[
V (0)

α1

Eβ

(
−α3

α2

tβ
)] 1

a

Où V (0)
α1

> 0 pour x(0) 6= 0.

Soit m = V
α1

= V (0,x(0))
α1

≥ 1, ensuite nous avons :

||x(t)|| ≤
[
mEβ

(
−α3

α2

tβ
)] 1

a

où m = 0 si et seulement si x(0) = 0. Parce que V (t, x) est localement Lipschitz par rapport

à x et V (0, x(0)) = 0 si et seulement si x(0) = 0, il s’ensuit que m = V (0,x(0))
α1

est également

Lipschitzienne par rapport à x(0) et m(0) = 0, ce qui implique la stabilité du système de

Mittag-Leffler (2.6).



Conclusion

Récemment, le calcul fractionnaire a été introduit dans l’analyse de stabilité de systèmes

non linéaires, par exemple ([5])([?]). Les méthodes de stabilisation des systèmes d’ordre entier

ont été utilisées dans ces travaux. Motivé par l’application du calcul fractionnaire dans le

cas non linéaire, nous proposons la stabilité de Mittag-Leffler (généralisée) dans l’espoir

d’enrichir la connaissance de la théorie des systèmes et du calcul fractionnaire. au fait que

le calcul devient plus vite et la mémoire devient moins chère rend l’application du calcul

fractionnaire dans la réalité possible et abordable ([6]).
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