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Introduction

Certaines méthodes visant & stabiliser les systémes non linéaires sont basées sur 1'utili-
sation de la linéarisation statique ou dynamique. Elles peuvent conduire a des résultats plus

ou moins satisfaisants du point de vue pratique.

Cependant, ceux-ci ne s’adressent qu’a une classe relativement restreinte de systémes
b
physiques : ceux régis par des équations différentielles ordinaires non linéaires possédant

certaines propriétés.

L’objectif de ce memoire est dans un premier temps de présenter sommairement la théo-
rie de la stabilité des équations différentielles. Le probléme qui nous intéresse ici est celui
des systémes non linéaires. Les premiers résultats sont apparus avec Lyapunov a la fin du
19 éme siécle et au début du 20 éme siécle. Il donne alors une condition suffisante pour la

stabilité des systémes non linéaires.

Dans un second temps, nous nous intéresserons a la stabilité en temps fini. Cette stabilité,
qui n’est qu'une extension de la stabilité asymptotique, est cependant trés importante du
point de vue pratique et industriel, car elle permet de dire au bout de combien de temps le

systéme est stable.

Les premiers travaux sur la stabilité ne retenaient des équations différentielles ordinaires
(EDO) que leur approximation linéaire du premier ordre. Il a fallu attendre quelques années
pour que H. Poincaré et A.M. Lyapunov justifient et étendent les propriétés locales déduites

du modéle linéarisé. L'un des résultats principaux est la premiére méthode de Lyapunov :
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si 'origine est asymptotiquement stable pour le linéarisé alors il est localement asymptoti-
quement stable pour le systéme non linéaire. Cependant elle ne donne aucun renseignement
quantitatif sur le domaine de stabilité asymptotique, les fonctions de Lyapunov sont ana-
logues & des distances entre ’état du systéme le long de sa trajectoire et ’ensemble ou la
trajectoire est étudié. D’autre part, ces fonctions ont une relation directe avec la physique
des systémes, puisque trés souvent elles ne sont rien de plus que I'expression de I’énergie
totale du systeme.

La stabilité de lyapunov est un outil important pour la stabilité des systémes non-linéaire,
la méthode directe de lyapunov consiste a trouver une fonction dite fonction de lyapunov
pour un systéme non-linéaire donné, si une telle fonction existe, alors le systéme est stable
.Notons que cette méthode de lyapunov est une condition suffisante, ce qui signifie que dans
le cas ou on n’arrive pas a trouver cette fonction de lyapunov pour conclure la stabilité de
systéme, le systéme peut rester stable et on ne peut pas confirmer qu’il n’est pas stable.
Dans ce travail, on généralise la notion de stabilité de lyapunov en considérant des opéra-
teurs d’ordre fractionnaire, c’est a dire, le systéme dynamique non- linéaire peut étre défini
en temps fractionnaire.

Ce memoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, quelques
concepts préliminaires seront introduits comme la fonction Gamma, la fonction Béta et la
fonction de Mittag-Leffler qui joue un role important dans la théorie des équations différen-
tielles fractionnaires. En suite les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et
dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et dérivées fractionnaires au sens de
Caputo.

Le deuxiéme chapitre de ce memoire est dédié aux stabilité au sens de lyapunov, et Mittag-

Leffler, et la relation entre ces deux notions de stabilité.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge natu-
rellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres complexe & parties

réelles positives)

Définition 1.1.1. /3] l'une des fonction de Base de calcul fractionnaire est la fonction
Gamma d’Fuler définie par :

+0o0
['(z) = / t*"te~'dt ou z € C et Re(z) > 0. (1.1)

0

Propriétés 1.1.1. /3] Nous avons les propriétés suivantes :
1. T(z+1) =2z2I(2).

2. T(1) =1 etI'(—m) = +oo pour tout m € N.

3. T(}) =7 etD(n+3) = 2T,

4np!

4. SineN, ona:T'(n+1)=nl
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Démonstration. 1. D’aprés 'intégrale par partie, nous avons :

o0

'z+1) = /tzetdt

0
[e.e]
= [t + 2 / " e dt
0

o0

= z/tz_le_tdt
0
= zI'(2)
2. Nous avons :
—+oco
ra = /e_tdt
0
_47 400
= [e t}o
= 1
et
r 1
() = (z+1)
z
donc

| lim I'(2)| = 4oc.

Re(z)——m
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3. 1- Avec le changement de variable s = /%, on obtient :
| et
e
=) = —dt
3 - [%
0
+oo

= 2/e82ds

= 2(==—) (d'apres l'intégrale de gauss)

2 -Nous allons démontrer la formule I'(n + 3) = M, par récurrence sur n € N.

4nn)
—Pourn:O,onaF(O—i—%):Z’g:ﬁ.

- Suppons que la formule est vérifiee pour (n — 1) et considérens n . C-a-d que supposons

que N(n—1)+1) = 2nDVT st vérifié. Alors

=T 1) °
F(n—l—%) = F((n—%)+1)

= (n— - 5)

= (- )N -1)+ )
B 1.2(n—1)/7

= ) ey
(2n—1Y\ (2n—-2)V/7
B ( 2 ) 4n=1(n —1)!

2n (2n —1) (2n — 2)I\/7
o0 2 4ni(n—1)!
(207

47 (n)!

Donc la formule est vérifiée pour n.

4. Nous avons I'(1) = 0! = 1 et avec la propriété I'(z + 1) = zI'(z), on obtient :
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ieme

Pour n itération, on a :

I'(n+1) =nl

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2. /3] Soient, z, y>0, la fonction Béta est la fonction définie par :

1

/t‘” Y1 =) tds (1.2)

0
Proposition 1.1.1. /3] la fonction Béta est relie auz fonction Gamma par la relation

suivant :
I'(z)I'(y)

['(z+y) (13)

Vr,y >0, ona: B(x,y) =
Démonstration.

D(2)(y) = / / t 1Y e e 2ty dt,
0 0

o0

= /tw Ldty / ty e 1t dt,
0

0

En effectuant le changement de variable

t
th =t1 +ta, et puis on pose : ty = t—,lle domaine S correspandante & S" dans les coordonnes
1

t, th.
S'=((th,1y),1; > 0,0 <t < 1).

dty = dty + dto, dty = todt] + t)dt},
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dty = (1 — th)dt, — t\dt,
Donc

il s’en suit :
o) 1
M) - / i, [ (6710 - )" e,
0
= / _tldt ‘”+y 1)B(:zc )
0
_ / e (#) @Aty B(e,y)

= [z +y)B(z,y).

Proposition 1.1.2.
1. B(z,y) = By, z).(symétrique)

2. B(x,1)=1.

Démonstration. 1. Nous avons :

2. Nous avons :
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1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. /1] pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,)(2) (notée par M-L) et

définie comme suit :

Z Tlarn +1) (> 0). (1.4)
et la fonction de Mittag-Leffler genemlzsee Eop)(2) est définie comme suit :
< Lw
Elap(2) = 2 Tan T B) ,(@>0,3>0) (1.5)

Exemple 1.1.1. pour des valeurs spécials de o et 5 on a :
1. El(Z) = E1,1(Z) = e~.

2. ELQ(Z) = em*l.

z

on obtient

Bald) = 2 i)

Théoréme 1.1.1. la fonction de Mittag-Leffler posséde des propriétés suivantes :

1. Pour [z/]<1 la fonction de Mittag — Lef fler généralise satisfait :

+oo
1
/ efttﬁflE(aﬁ)(Zt(a))dt = 1 (1.6)
0
2. Inégration de la fonction de Mittag — Lef fler :
/ E(ap M)t tdt = 2P B 501)(A2%). (1.7)

0
3. La dérivée d'ordre n de la fonction de Mittag — Lef fler est donnée par :

dn
TP B (0 = P B (2%). (1.9
2" ’

Démonstration. voir [1] O
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1.2 Integrales et dérivées fractionnaires

1.2.1 Intégrales Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1. [1] Soit Q = [a, b] un intervalle fini sur R et soit f € L*([a,b]). La notation
d’intégrale fractionnaire d’ordre n, selon l’approche de Riemann-Liouville, généralise formule

d’intégrale répété nfois :

I f@) = [ o

[3+f(-75) = Ii+(fi+f($))

x

= /I;+f(t)dt

= ijf(s)dsdt.

D’aprés 'intégrale par partie, nous avons :

T

Pof@) = |t / F(s)ds - / Lf(t)ds

a

= x]f(t)dt—]tf(t)dt

a

- / (z — 1) f(t)dt.

ieme

Donc, pour n itération, on obtient :

T

I:Jrf(x) = (n _1 1)| / (ZL’ _1t)1_nf<t)dt'

a

Cette formule est appelée formule de cauchy, et d’aprés la propriété de Gamma
I'(n) = (n—1)!, nous avons :

T

nie) = w5 | Gope o

a
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Définition 1.2.2. Soit Q = [a, b] un intervalle fini sur R et soit f € L'([a,b]).

Les intégrales fractionnaires a gauche définie par :

I f(x) = F(la) / - J(0) —dt, x >a, Re(a) > 0. (1.9)

Les intégrales fractionnaires a droite définie par :

o fa) = F(la) / Tt @ < b Re(0) >0 (1.10)

Propriétés 1.2.1. Soient a.f € C avec Re(a), Re(5) >0 et a, b € R. Nous avons :

« - r a—
L If(z—a)’ = F(B(f)a) C

a _ r o
2. I (b—ux)P 1:%(6—@5* L

Démonstration.

1. On pose f(x) = (x —a)’"1. Nous avons :

x

% f(z) = ﬁ / (x— )°1(t — a)’Ldt.

a

Avec le changement de variable t=a+s(x-a), nous avons :

)
t=a <= s=0,

t=a < s=1,

dt = (x — a)ds.

\

Donc, avec la définition de la fonction Béta, on obtient :

(z — a)ﬂ+a—1

1
I f(x) = —/35_1(1 —5)* s = (x — a)5+°‘_1.
0

(o)

en utilisant la relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta, on obtient :

I3 1(0) = gy (o = @
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2. On pose g(z) = (b—x)’"1. Nous avons :

gla) = o [ = =0

T

Avec le changement de variable t=b-+s(b-x), nous avons :

(
t=b < s=0,

t=ax <— s=1,

dt = —(b— x)ds.

\
Donc, avec la définition de la fonction Béta, on obtient :

w 15/31 — s s = B(ﬂ,o&) o B+a—1
T(a) / (I—s)""ds = (b—2x) :

en utilisant la relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta, on obtient :

9(e) = i

_ p)Bra—1
,6+a)(b )7

]

Proposition 1.2.1. Soient f € C([a,b]) et a > 0 et > 0. Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville (1.9) et (1.10) posséde les propriétés suivantes :
LI [[f+f(x)] = I;Yjﬁ (2).

2. I [IV f(2)] = 7P f(2).

Démonstration.

1. Nous avons :

a 178 x _ 1 Ig"'

o112 g () N®!@PﬂlJ@&
R A ]
= F(Q{)P(ﬁ)a/ a/(ZE—T)l_a(t_T)l_ﬁd dt

o FO L s thions y
~ T(@I(B) / / (z— et — 7)1—5d dt (d'aprés théoreme de Fubini).
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En utilisant le changement de variable ¢t = 7 + s(x — 7), on obtient dt = (v — 7)ds et
t=0x < s=1,
tl=a < 7=a <= s=0.

Donc, nous avons :

a (718 T _ 1 8,6’—1 — )]s f(T) .
a+[Ia+f( )] F(a)r(ﬁ)a/ ! (1 ) d (I—T)l_a_ﬁd
_ BB [ S0
G w)a/ (==
I S SR (G R
 T(a+p) a/ (x — T)l—“—ﬁd
= 157 f(x).

2. Nous avons :

BULI@) = o [ oo

_ f(7)
B dr| dt
F(Oé)r(ﬂ) / / (t — x)lfa(,,- _ t)lfﬁ T

x Lt ]

1w '
T h 4 s ..
B F(a)F(ﬁ)/ /(t —z)ia(r — t)lib,dT dt ( dapres théoreme de Fubini).

t Lz |

En utilisant le changement de variable t = 7 — s(7 — ), on obtient dt = —(7 — z)ds et

t=1r < s=1,

t=b <= 7=b << s=0.
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Donc, nous avons :

BUL0) = o [ |90 0es| e
_ B [0
- Fwin ] o
R R G
ferd | o

1.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.3. [1] Soit f € L'([a,b])une fonction intégrable sur [a,b]. Les dérivées frac-

tionnaires au sens de Riemann-Liouville D¢, et Dy d’ordre o € (Re(cr)) sont définies par :

dn

Dgf() = ——([7"f(x) (1.11)
_ L IO @)1, 2o
B F(n—a) dxa/(x_t)awrldt’ [R ( )] +1, > a. (1.12)
= 1 —d" r f(@®) n = |Re(a x
"~ I(n—a) do /(t_x)a_nﬂdta = [Re(a)] +1, = <b. (1.14)

a

respectivement, ot [Re(a)] est la partie entiére de Re(a).

Proposition 1.2.2. voir/1], Soient, a, B € C avec Re(a), Re(5) >0 et a,b € R. Nous avons :

o _ r o
L Dgi(r =)™ = gl (e —a)’ .

2 Dy (b— 2 = T (h g0t
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Remarque 1.2.1.

1. Sifp=1et0< Re(a) <1, alors la dérivée au sens de de deRiemann— Liouville d'une fonction cor

(x—a)™® (b—=z)
@ 1 == t DOé_l = .
A Y S e Y
2. Pour tout j=1,2,...., [Re(a)]+ 1 avec Re(a) >0, nous avons : .

Y (r—a)*? =Dy (b—x)*7 =0.

1.2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.2.4. [3] La dérivée fractionnaire de caputo d’ordre o € Ry d’une fonction f
est donnée par :

T

D) = (@) = e [0 >0 nm1<a <, ne W),

(1.15)

Définition 1.2.5. [I]

1. Soit a > 0, n = [a|+1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d'ordre o de f dé finie par :

Vt € [a, b, Doy f(t) = I35 o P]nf(” T :

= T / (x — )" 7 (t)dt.

a

2. Soit a > 0, n = |[a]+1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d'ordre o de f dé finie par :

b
vt € [a,b], DX f(t) =12 o [E] £(t) = % / (z — )"0 L (¢)dt,

Théoréme 1.2.1. [//

1.Si feCla,b] etsia>0, (n—1<a<n), alors:

DRI f(x) = flx). (1.16)
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2. Soient fi et fy deux fonctions définies sur [a.b], telles que D2 fy et D2 fy
existent presque partout. De plus soient Cy et Cy € R alors, °D$(Cyf1 + Cofs)

existe presque partout sur [a.b], et on a:

‘DY(Cyf1 + Cofa) = CLDS f1 + CSDS fo. (1.17)

Théoréme 1.2.2. Soient a > 0, n = [a] + 1, si f posséde (n — 1) dérivées en a et si D f

existe, alors :

pour presque tout x € |a, b].

Proposition 1.2.3. [1/ Pour a >0, >0 ona :

I'(p)
I(p—a)
I'(p)
I(p—a)

Lemme 1.2.1. Soita € R" =N et n=[a]+1. Si f € C"([a,b]), alors :

1L.(°D% (t — )" M)(t) = (t—a)f —a—-1, B>a

2.(°Dg- (t — a)M)(t) = b—t)f —a—-1, B>a.

1. lim (°D% f(t)) = f(¢).

2 lim (“D§f(1) = (1) (1)
Exemple 1.2.1.

1. la dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle : <D"C = 0.

2. la dérivée de f(z) = (x — a)® au sens de Caputo on a :

['(a+1)

fn(x):F(a—n—i—l)

(z —a)



Chapitre 2

Extension de stabilité au sens de
Lyapunov au cas fractionnaire et

stabilité au sens de Mittag-Lefller

2.1 Notions de base

2.1.1 Le point d’équilibre

[2] Soit I’equation différentielle :
v =17 (2.1)

Définition 2.1.1. Le point y* est dite point d’équilibre du systéeme (2.1) si f(y*) = 0.

Autrement dite y* est une solution constante de l’équation y = f(y).

2.1.2 Le point d’équilibre dans le cas fractionnaire

[2] La constante z(tp) est un point d’équilibre du systéme fractionnaire de Riemann-

Liouville

Dy (t) = f(t,x). (2.2)

Si Seulement si

tthaﬂ?o = f(t, 930)- (23)

16
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2.1.3 Stabilité
2]

Définition 2.1.2. L’équilibre y* est dite stable si pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que
pour toute solution y(t) de (2.1) on a

ly(0) —y*|| <n=Vt>0, |lyit)—y'|| <e

2.1.4 Stabilité asymptotique
2]

Définition 2.1.3. L’équilibre y* est dite asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe

r > 0 tel que pour toute solution y(t) de (2.1) on a

1y(0) = y*|| <7 = lim [[y(t) —y"|| = 0.

2.1.5 Stabilité uniforme
2]

Définition 2.1.4. On dit que le point d’équilibre est uniformément stable si :

Ve > 0,30(e) > 0, [[z(to)]] < 0 = ||z(t)|] < €, ¥t > to > 0.

2.1.6 Stabilité asymptotique uniforme

2]
Définition 2.1.5. Soit K un compact non vide de U, on dit que K est uniformément asymp-
totiquement stable pour le systeme dynamique si :

1. K est uniformment stable pour le systeme (2.1).

2. 30>0;Ve > 0; 3T(e) > 0;(x € Bs(K)) = (x(t, to,x0) € B(K)); Vt > to+T(e).
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2.1.7 Stabilité exponentielle

Définition 2.1.6. On dit que lorigine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement

stable, s’il existe un voisinage de l'origine noté U(0),3IN; > 0 et Ay > 0 tels que
| z(t) | < Ae 20 vy € U(0), Vit >t, > 0.

Dans ce cas la constante Ay est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.

L’origine x = 0 est un point d’équilibre glabalement exponentiellement stable si U(0) = R™.

Remarque 2.1.1. Il est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle

du systeme entraine nécéssairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

2.2 Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe

[7] Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe
Par méthode directe de Lyapounov nous faisons allusion a la méthode consistant a trouver
une fonction de Lyapounov associée a un probléme non-linéaire, si une telle fonction existe
alors le systéme est stable. Cette méthode est difficile & mettre en oeuvre, mais elle est d’une
portée beaucoup plus générale. Notons que la méthode directe de Lyapounov nous donne
une condition suffisante de stabilité, c’est-a-dire que le systéme peut étre stable méme devant
I'impossibilité de trouver une fonction de Lyapounov car il n’y a pas de régle générale pour
trouver une telle fonction, cependant, dans les problémes de mécanique, 1’énergie est souvent

un bon candidat.

Définition 2.2.1. Soit Q) un ouvert de R™ contenant 0, et soit V : 2 — R une fonction de

classe C".

1. V est dite dé finie positive si :
(z) V(0)=0.
(i7) V(u) > 0 pour u € Q\{0}.

2. V est dite définie négative, si —V est définie positive.
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3.V est dite semi définie positive si :
(1) V(0)=0.
(i7) V(u) > 0 pour u € S

4.V est dite semi définie négative st —V semi définie positive.
Considérons la classe des systémes non linéaires décrits par I’équation dynamique
= f(x,t), z(tog) =0 (2.4)

Définition 2.2.2. [7] (Fonction de Lyapunov) : Une fonction V(x,t) de classe C est une
fonction de Lyapunov locale (respectivement globale) pour le systéme (2.4) si elle est propre

défnie positive et s’il existe un voisinage de l'origine vqy tel que x € vy (respectivement x € R*.

Vi(x,t) = Z—Z(I,t) - fi—‘;(x,t)f(w(ﬂ) <0.

S V(x,t) <0, alors V(x,t) est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (2.4).

Théoréme 2.2.1. Soit y(t) solution de iy = f(y), et soit V une fonction de classe C* définie
positive sur 2 un voisinage de y* =0 :

(i) si ‘fi—‘t/ est semi définie négative alors y* est stable

(1) si % est définie négative alors y* est asymptotiquement stable.

(111) si de plus D = R™ et

H ﬁim V(z) = oo.

donc 0 est globalement asymptotiquement stable.

Dans le cas (1) V(y) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V(y) est dite

fonction de Lyapunov stricte.

Démonstration. (ii) V(z,y) Lyapunov stricte dans le cas planaire. Soit V' : Q@ = R tel que
2 contient (0,0) .

Soit le cercle C' de centre (0,0) inclus dans Q . Sur ce cercle V' admet un minimum V' > M
car (V(z,y) > 0si(z,y) # (0,0)). Soit U I'ensemble des points intérieur a C' et inférieur a
M en V alors U n’est pas vide car (0,0) € U et V(0,0) =0< M

Soit (z,y) une solution telle que (z(0),y(0)) € U , on a 0 < V(z(t),y(t)) < M On prend
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t = t, = n alors : V(z(t,),y(t,) = V((n),y(n)) converge car V décroissante le long des

solutions et minorée par 0 ,donc

D’un autre coté on applique le théoréme des accroissements finis a V' dans [n,n + 1] alors
3s,, €]n,n + 1] tel que :

Viz(n +1),y(n+1)) = V(2(n),y(n)) —nse 0= %V(w(sn),y(sn»-

(2(8n),y(sn)) se trouve dans un compact donc on peut extraire une sous suite(z(r,,), y(r,))qui

converge.

v lim (z(r,),y(r,)) =0= %(mm,ym) =0, (2.5)

dela (Zoo, Yoo) = (0,0) car V'(z,%) = 0 alors (z,%) = (0,0) (Iyapunov stricte).

dt n—-4o0o

donc

lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t—r+o0
O
2.3 Stabilité au sens de Mittag-LefHer
Définition 2.3.1. [7] I’équation différentielle fractionnaire non-linéaire
oDix(t) = f(t,2) (2.6)

ou a € (0,1), et le symbole D dans (2.6) peut désigner a la fois les opérateurs fractionnaires
de Caputo et Riemann-Liouville. Si x = 0 est le point d’équilibre du systéme d’ordre frac-
tionnaire (2.6), et il existe t satisfaisant x(t1) = 0, alors x(t) = 0 pour t > t;.

est dite stable au sens de Mittag-Leffler si :
ly(®)]] < my(o)(z — 20) " Bat (~ A& — 1)) (2.7)

o0 <a<l vyel[0,l—a], \>0,b>0, m0)=0, m(y) >0 et m(y) est localement

lipschitzienne sur x € B € R™ avec my comme constante de Lipschitz.
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Définition 2.3.2. [7] la solution de (2.6) est dite généralisée stable au sens de Mittag-Leffler

stable si :

b

@] < my(wo)(x = 20) ™7 Eo1— (= Az = 20)") ", (2.8)

ol xqg est temps initial , « € (0,1), —a<y<1—a, A>0,b>0, m0) =0, m(y) >0, et

m(y) est localement lipschitzienne sur v € B C R™ avec my comme constante de Lipschitz.

Remarque 2.3.1. La stabilité de Mittag-Leffler généralisée implique la stabilité asympto-

tique uniforme implique la stabilité asymptotique.

On va maintenant énoncer un théoréme qui est considéré comme une extension de la
méthode directe de Lyapounov au cas d’un systéme d’équations fractionnaires, et qui a pour

résultat la stabilité au sens de Mittag-Leffler.

Exemple 2.3.1. Comparer les deuz systémes suivants et la condition initial x(0) pour 0 <

v<l1,
 o(t) = vt (2.9
dt:z; =0 , .
cDYx(t) = vt 0 < a< 1. (2.10)

la solution de (2.9) et (2.10) sont t” + x(0) et %, respectivement. Evidemment, le
systeme (2.9) est instable pour Yv €]0,1[. Cependant, le systéme dynamique partiel (2.10)
est stable lorsque 0 < v <1 — «, ce qui implique que le systéme d’ordre fractionnaire (2.10)

peut avoir des propriétés plus attractives que le systéme (2.9).

2.4 La relation entre la stabilité de Lyapunov et la sta-

bilité de Mittag-Lefiler

[7] En utilisant la méthode directe de Lyapunov, nous pouvons obtenir la stabilité asymp-
totique des systémes correspondants, nous étendons la méthode directe de Lyapunov au cas

des systémes fractionnaires, ce qui conduit a la stabilité de Mittag-Leffler.

Théoréme 2.4.1. Soit y = 0 un point d’équilibre du systeme (2.1) et D C R™ un domaine

contenant 'origine. Soit V(x,y(z)) : [0,00) * D — R une fonction continument dérivable et
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localement lipschitzienne par rapport a y telle que

arly(@)||* < V(2 y(2)) < aslly(2)]|*” (2.11)

DV (2,y()) < asly(a)||” (2.12)

oux>0,yeD, pe(0,1), a, az, as, a et b sont des constantes positives. Alors y = 0
est Mittag-Leffler stable. Si les hypothéses sont vérifées sur R", alors y = 0 est globalement
Mittag-Leffler stable.

Démonstration. [7]

Il résulte des équations —(2.11) et (2.12) que

DIV (t,x(t)) < —%V(t,x(t)).

Il existe une fonction non-négative M (t) satisfaisant

DRV (t,a(t)) + M(t) = — 2V (t,2(t)). (2.13)

(%)

Prenant la transformée de Laplace de (2.13) donne

$PV (s) — V(0)s7! + M(s) = — 2V (s), (2.14)

%)
ou la constante non négative V(0) = V(0,2(0)) et V(s) = L. Il s’ensuit que

V(0)s#~t — M(s)

V(s) = T

e Si z(0) = 0, a savoir V(0) = 0, la solution a (2.6) est = 0.
e Si z(0) # 0, V(0) > 0. Parce que V(t, z) est localement Lipschitzienne par rapport a x, la

transformée de Laplace inverse que la solution unique de (2.13) est

V(t) =V(0)Ep (—%tﬁ) — M(t) * [tﬁlEm (—%tﬁﬂ

(8% D)

Depuis les deux t7~1 et Ej 5 (—3—2155> sont des fonctions non négatives, il s’ensuit que

V() < V(0)E;s (—%&5) . (2.15)

%)
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Substitution (2.15) en (2.11) rendements

V(0) as 5\
< | —= I
ool < |25, (-2
Ou —Va(?) > 0 pour z(0) # 0.

Soit m = ¥ = Y(©020)
ai a1

> 1, ensuite nous avons :

ool < |mes (2260 |°

ou m = 0 si et seulement si z(0) = 0. Parce que V (¢, x) est localement Lipschitz par rapport
V(0,2(0))

- est également
1

ax et V(0,2(0)) = 0 si et seulement si z(0) = 0, il s’ensuit que m =
Lipschitzienne par rapport a z(0) et m(0) = 0, ce qui implique la stabilité du systéme de

Mittag-Leffler (2.6).



Conclusion

Récemment, le calcul fractionnaire a été introduit dans I’analyse de stabilité de systémes
non linéaires, par exemple ([5])([?]). Les méthodes de stabilisation des systémes d’ordre entier
ont été utilisées dans ces travaux. Motivé par 'application du calcul fractionnaire dans le
cas non linéaire, nous proposons la stabilité de Mittag-Lefler (généralisée) dans ’espoir
d’enrichir la connaissance de la théorie des systémes et du calcul fractionnaire. au fait que
le calcul devient plus vite et la mémoire devient moins chére rend ’application du calcul

fractionnaire dans la réalité possible et abordable ([6]).
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